2. Multimi
2.1. Operatii cu multimi

Consideram cunoscute definitiile reuniunii, intersectiei si diferentei a doud
multimi:
AUB={x|x€ A sau x € B}
ANB={x|xe A si xe B}
A\B={x|xe A si x¢ B}
Complementara unei multimi. Fie 4cC E. Se numeste complementara
multimii 4 in raport cu E, multimea notatd C. A4, unde

C,A=E\A={x|xeAdsixeLE}.
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Proprietiti.
1) AnNC A=,
2) AVC,A=F,;

3) Co(C,A)=4
4) C,(AUB)=C,ANC.B;
5)C,(ANB)=C,AUC.B

Diferenta simetricid. Se numeste diferenta simetricd a doud multimi 4 si B,
multimea elementelor lor necomune. Notam

AAB = (A\B)U(B\ A)

A B
Proprietati
1) AAB=(AVB)\(ANB)
2) ANA=OD.

Produsul cartezian. Se numeste produsul cartezian a doud multimi 4 si B,
multimea de perechi (a,b), ac 4 sibeB.

Notdam Ax B ={(a,b)|ac A si be B}.
Model. Fie A={x|x=2n,n<5} si B={y|y=06k,k <3}.
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Sa se determine AU B, ANB, A\B, B\ A, AAB, AXB .

Solutie. Avem A4=1{0,2,4,6,84 si B=1{0,6,12}. Folosind definitiile
operatiilor, se obtine AU B={0,2,4,6812}, AnB={0,6}, A\B={24.8},
B\A={12}, AAB=(A\B)U(B\ A4)=1{2,4,8,12} sau
AAB=(AUB)\(ANB)={2,4,8,12} si
Ax B =1{(0,0),(0,6),(0,12),(2,0),(2,6),(2,12),(4,0),(4,6),(4,12),(6,0),(6,6),
(6,12),(8,0),(8,6),(8,12)} .

Operatiile cu multimi au urmatoarele proprietati:

e Intersectia, reuniunea, diferenta simetrica a multimilor este comutativa
ANB=BNnA, AUB=BUA, AAB=BAA

e Diferenta si produsul cartezian nu sunt comutative:
A\B#B\A4 si AxB#BxA

e Intersectia, reuniunea si diferenta simetricd sunt asociative:
(AuB)UC=AU(BU(C), (ANB)NC=A4ANn(BNC),
(AAB)AC = AA(BAC)

o Intersectia este distributiva fata de reuniune:

AN(BUC)=(ANnB)u(AnC)
B C B C
A ANB A AnC
¢ Reuniunea este distributiva fata de intersectie:

AUBNC)=(AUB)N(4AU()
B C B C
A A
o Intersectia este distributiva fatd de diferenta simetrica

AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

56



A

Cardinalul unei multimi finite reprezinta numarul elementelor din acea
multime. Fie datd o multime 4, notdm cardinalul sdu prin cardA .

Proprietati

1) card(A v B) = cardA + cardB —card(A N B)

2) card(Av BUC) =cardA+ cardB +cardC —card(AN B) —
—card(BNC)—card(ANC)+card(AnBNC)

3) card(A\ B) = cardA—card(A N B)

4) card(Ax B) = cardA-cardB

Numarul submultimilor unei multimi cu n elemente este 2" .
Probleme rezolvate

R2.1.1. Fie E ={0,1}. Determinati toate submultimile acestei multimi si apoi

ardtati cd reuniunea, intersectia si diferenta simetrica a oricaror doud submultimi ale lui
E este tot o submultime a lui E.

Solutie. cardE =2, deci E are 2°=4 submultimi: @, 4= {0}, B= {1}, E.

In tabelele urmitoare este reprezentati reuniunea, intersectia si diferenta
simetrica a oricaror doua submultimi.

ulgd 4 B E N|Yg A4 B E AlD A B E
|0 A B E D\ D D D 1D A B E
A|lA A E E A|D A4 D A Al A O E B
B|B E B E B|©W O B B B|B E O A4
E|E E E E E|QY A B E E|E B 4 <

Remarci. Multimea submultimilor unei multimi £ se mai numeste si multimea
partilor multimii £ si se noteaza cu P(E). Daca E are n elemente, atunci P(E) are
2" elemente (ne€N).

R2.1.2. Daca card(Avw B)=20, cardA=16, cardB =17, sa se determine
card(ANB), card(A\B), card(B\ A), card(AAB).

Solutie.  Avem  card(AV B)=cardA+ cardB—card(An B), deci
card(ANB)=16+17-20=13. Din card(A\B)=cardA—card(ANB) si
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card(B\ A)=cardB\ (cardA N B), se obtine card(A\B)=3 si card(B\ A)=4.
Atunci card(AAB)=3+4="17.

R2.1.3. In clasa a V-a sunt in total 53 de elevi. 27 dintre ei au fost in excursie,
22 elevi au fost la teatru, iar 23 au participat la serata de poezie. 11 dintre ei au fost si
la serata si la teatru, 10 au fost si la teatru si in excursie, 13 au participat si in excursie
si la seratd, iar 4 elevi au participat la toate cele trei actiuni. Cati elevi nu au participat
la nici una din activitati?

Solutie. Notiunile invitate permit utilizarea diagramelor Venn-Euler la
rezolvarea problemelor. Reprezentdm prin diagrame multimea £ a elevilor care au fost
in excursie, respectiv prin 7 si S multimea elevilor care au fost la teatru, respectiv la
seratd. Din enuntul problemei rezulta: cardE =27, cardT =22, cardS =23,
card(ENTNS)=4.

ET
G N/

S

Indicdm in figura numarul elementelor fiecarei multimi:

1) 11-4=7 este numarul elevilor care au fost la teatru si la serata, dar nu au fost
in excursie.

2) 13-4=9 este numarul elevilor care au fost In excursie si la serata, dar nu au
fost la teatru.

3) 10-4=6 este numarul elevilor care au fost la teatru si In excursie, dar nu au
fost la serata.

4) 27-(6+4+9)=8 elevi au fost numai in excursie.

5) 22-(6+4+7)=5 elevi au fost numai la teatru.

6) 23-(9+4+7)=3 elevi au fost numai la serata.

7) 53-(8+6+5+7+4+9+3)=11 elevi nu au fost la nici una din activitati.

R2.1.4. Intr-o sala sunt 80 de persoane. Fiecirei persoane i se distribuie cel
mult o revista si un ziar. S-au distribuit 50 de ziare si 47 de reviste.

a) Care este cel mai mic numar de persoane care pot primi in acelasi timp un
ziar i o revista?

b) Care este numarul maxim de persoane care pot primi in acelasi timp un ziar
si o revista?

Solutie. Reprezentam multimea Z a persoanelor care primesc ziare §i multimea
R a persoanelor care primesc reviste.

a) Intrebarea din enunt poate fi interpretati matematic astfel: intersectia
multimilor Z si R trebuie sd contind un numar minim de elemente. Aceasta se intampla

58



in cazul in care fiecare din cele 80 persoane va primi un ziar sau o revistid. Deoarece
numarul persoanelor este mai mic decat numarul total de ziare si reviste, urmeaza ca
unele persoane vor primi §i cite o revistd si cate un ziar. Deci, numarul minim de
persoane care pot primi atdt un ziar cat §i o revistd este 47+50-80=17.
card(ZNR)=17.

b) Numarul maxim de persoane care pot primi in acelasi timp un ziar $i o
revistd se determind in cazul in care fiecare persoana care primeste o revista primeste si
un ziar. Numadrul maxim de elemente al intersectiei multimilor este 47.
card(ZNR)=47.

Raspuns: a) 17 persoane; b) 47 persoane.

R2.1.5. Fie 4 o multime de numere naturale cu proprietatile:

a) 80 A;b)Dacd 7Tx+3 e A4, atunci x€ 4;

c)Dacd xe€ 4, atunci {7x+4,7x+5} C A.

Aratati ca 4001 si 4002 sunt elemente ale lui 4.

Solutie. Dacd 80 € A si 80=7-11+3, rezulta conform conditiei b) ca 11€ 4.
Daca 1le 4, atunci {7-11+4,7-11+5} < A, conform conditieci b). Avem
{81,82} — 4. Daca 81€ A atunci, conform conditiei b), {7-81+4,7-81+5}c 4,
adica {571,572} c A. Daca 57le€e A, atunci conform conditiei b),
{7-57T1+4,7-571+5} < A, adica {4001,4002} — 4.

R2.1.6. Fie multimea X ={1,3,5,7,....2n+1,...}. Construim A4, ={l},
A, =1{3,5}, 4, ={79,11},...

a) Scrieti A4, si 4.

b) Calculati suma elementelor multimii A4, .

Solutie. a) Avem A4, ={13,15,17,19} si 45 ={21,23,25,27,29}.

b) Pentru scrierea elementelor multimilor A4,,4,,...,4,, s-au folosit
142+3+...+19 numere impare, adica 19-20:2=190 numere impare. Multimea A,, are

20 elemente si primul element este al 191-lea numar impar, adicd 2-190+1=381.
Ultimul element al 20-lea din multimea A,, este 2:209+1=419. Avem:

A4,, ={381,383,...,419} . Suma elementelor multimii 4,, este (381+419)-20:2, adica

8000.

R2.1.7. Ce concluzie se poate trage din afirmatiile urmatoare?

a) Toti ratoii marcati cu B sunt ai doamnei Bond.

b) Rétoii nu au niciodata guler pe gat, decat dacd sunt marcati cu B.

¢) Doamna Bond nu are ritoi cenusii.

(Lewis Carroll)

Solutie. Sa notam cu M multimea tuturor ratoilor existenti la un moment dat,
B={ratoii marcati cu B}, G={ratoii cu guler} si C={ratoii cenusii}.

In limbajul teoriei multimilor, vom putea identifica multimea B, tindnd seama
de conditia a), cu multimea ratoilor apartinand doamnei Bond.

59



Conditia b) se poate scrie C,, B < C,,G, fiindca cei care nu sunt in B nu au in

mod sigur guler, dar si in B pot exista ratoi fara guler. Deducem G c B, deci
multimea celor cu guler este inclusa in cea a celor marcati cu 5.

Dar, din conditia ¢) deducem BNC =, deci B si C sunt disjuncte. in
consecintd, GNC =, deci G si C sunt disjuncte si astfel concluzia este: "nici un
rdtoi cenusiu nu are guler".

Comentariu. Problema pare a fi un nonsens, privitd prin prisma limbajului
curent. Ce concluzie se poate trage din faptul cd doamna Bond nu are ratoi cenusii si
ratoii nu poartad guler decat daca sunt marcati cu B; deci daca sunt ai acestei doamne?

Totusi, analizdnd mai bine avertismentul cd doamna Bond nu are rétoi cenusii
si ca ratoii care au guler sunt dintre ratoii acesteia, rezulta ca ratoii cenusii nu pot avea
guler.

Aceastd analiza verbald este modelata prin relatia de incluziune, pe de o parte
si prin cea de disjunctie, pe de alta parte.

Problema pare o gluma paradoxald, dar constituie un exemplu frapant de logica
a unor propozitii paradoxale.

2.2. Determinarea elementelor unei multimi in conditii date

Model. Sa se determine multimile 4 si B, stiind ca indeplinesc, in acelasi timp,
conditiile:

a) AuB={1,2,3,4,5,6,7}

b) AnB=1{3,5,7}

c) A\B={1,2,6}

Solutie. Din conditia b) rezultd conform definitiei intersectiei a doud multimi
cd elementele 3, 5, 7 sunt comune, deci {3,5,7} = 4 si {3,5,7} — B. Din conditia c)
rezultd, conform definitiei diferentei 4\ B, ci elementele 1,2,6 € 4 si 1,2,6 ¢ B . In
reuniunea celor doud multimi este si elementul 4; folosind b) si c) rezulta ca 4 nu este
element comun, nu apartine multimii 4\ B, deci 4 este element al lui B si nu este
element al Iui 4. Rezulta ca:

A=1{1,2,3,5,6,7} si B=1{3,4,5,7}.

Verificare: AU B ={1,2,3,4,5,6,7}, AnB={3,5,7} si A\B={1,2,6}.

Remarci. O altd solutie poate fi datd plecind de la urmatoarea proprietate:
oricare ar fi multimile X si ¥, avem X =(X \Y)U(X NY). Se verifica usor printr-o
diagrama:
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X\Y XNY
Atunci A=(A\B)yu (AN B)={1,2,6}U{3,5,7} ={1,2,3,5,6,7} si
B=1{3,4,5,7} (deoarece B\ A={4}).

Probleme rezolvate

R2.2.1. Sa se determine multimile 4 si B, stiind cd indeplinesc 1n acelasi timp
conditiile:

a) AuB={1,2,3,4,5,6,7}

b) AN B =1{3,4,5,6}

c) An{6,7,8,9} ={6,7}

d) BN{l,2} =

Solutie. Din conditia b) rezultd cd elementele 3, 4, 5, 6 sunt comune, deci
{3,4,5,6} c 4 si {3,456} B.

Din conditia ¢) rezulta ca elementele 6,7 € A .

Din conditia d), care se poate transcrie: BN {1,2} = {1} sau BN{,2} ={2}
sau BN {1,2} ={1,2}, se deduceca 1€ B sau 2€ B sau {l,2} — B.

Problema are 3 solutii:
I. 4=1{2,3,4,5,6,7} si B={1,3,4,5,6}
1. 4A={1,3,4,5,6,7} si B=1{2,3,4,5,6}
1. 4=43,4,5,6,7} si B={1,2,3,4,5,6}

R2.2.2. Sa se determine multimile 4 si B, stiind cd indeplinesc simultan
conditiile:

a) AUB={1,234,5}

b) AN B={1,2}

c) A\ B are un element

d) Suma elementelor din B este numar par.

Solutie. Din conditia b) rezultd ca elementele 1 §i 2 sunt comune, deci
{1,2} = A si {1,2} < B. Din conditia a) si ¢) rezulta ca dintre elementele 3, 4, 5 un
element apartine lui 4 si celelalte doud apartin lui B. Din conditia d) si avand
1+2+3+4=10, 1+2+4+5=12, dar 1+2+3+5=11, rezultd ca {3,4} — B sau {4,5} C B.
Deci, problema are doua solutii:
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. A={1,2,5}, B={1,2,3,4}

. 4={123}, B={1,2,4,5}

R2.2.3. Sa se determine multimile 4 si B, stiind cd indeplinesc simultan
conditiile:

a) AUB={0,1,2,3,4,5}

b) CUD={6,7,89,10,11}

¢) (AN B)x(CND)=1{(2,8),(2,9),(3,8),(3,9)}

d) (4\B)x(C\D)=1{(0,6),(0,7),(1,6),(1,7)}

Solutie. Din conditiile c¢) si d) si tinand cont de definitia produsului cartezian a
doua multimi, rezulta ca:

ANB={23}, CND={89}, A\B={0,1} si C\D=1{6,7}.
In continuare se pune problema determinirii multimilor 4 si B care indeplinesc
simultan conditiile:
AUB={0,1,2345, AnB={23} si A\B={0,1},
si a multimilor C si D, care indeplinesc simultan conditiile:
CuD=1{6,7,89,10}, CNnD=1{89} si C\D=1{6,7}.

Folosind A=(A\B)u(4NB), obtinem A={0,1,23} si atunci
B =1{273,4,5) . In mod analog, C ={6,7,8,9} si D=1{8,9,10}.

R2.2.4. Sa se determine multimile 4, B, C, daca sunt indeplinite simultan
conditiile:

a) AVBUC=1{2,4,6,810,12}

b) ANB={2,4}

c) BNC={2,6,8}

d) AnC={2,10}

Solutie. Folosind definitia intersectiei a doud multimi, din conditiile b), c), d)
rezultd ca {2,4,10} < 4, {2,4,6,8} — B si {2,6,8,10} c C.

Din conditia a) rezultd ca elementul 12 trebuie sa apartind unei multimi, dar
folosind b), ¢), d) rezultd cd 12 nu poate fi element comun a doud multimi, deci
problema are 3 solutii.

I. A={2,4,10,12}, B={2,4,6,8}, C ={2,6,8,10}

I. 4={2,4,10}, B={2,4,6,8,12}, C ={2,6,8,10}

. 4=42,4,10}, B={2,4,6,8}, C ={2,6,8,10,12}.

R2.2.5. Sa se determine multimile 4, B, C, daca sunt indeplinite simultan
conditiile:

a) AuBUC={1,2,3,4,5,6}

b) ANBNC ={5}

c) A\B=1{13,6}

d) A\C={1,2,4}.
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Solutie. Din conditia b) rezulta ca 5 este element comun al celor trei multimi,

deci 3€ 4,3 B,3eC.

Folosind definitia diferentei a doud multimi din conditiile b) si c) rezultad ca
{1,3,6} < 4,{1,3,6} B, {1,2,4} c A, {1,2,4}  C..

Din conditia c¢) rezultd ca elementele 2 si 4 sunt comune multimilor 4 si B (ele
apartin multimii 4 din conditia d), dar nu apartin multimii 4\ B).

Din conditia d) rezulta ca elementele 3 si 6 sunt comune multimilor 4 si C (ele
apartin multimii 4 din conditia c), dar nu apartin multimii 4\ C). Se obtine:

A=1{,2,3,4,5,6}, B={2,45}, C={3,5,6}.

R2.2.6. Sa se determine » numar natural, stiind ca sunt indeplinite simultan
conditiile:

ayned

b) AnB={3,4}

c) AuB={1,2,3,4,5n}

d) cardA = cardB

e) suma elementelor necomune ale celor doud multimi este aceeasi.

Solutie. Din conditia b) rezultd cad elementele 3 si 4 sunt comune celor doua
multimi, {3,4}c A4 si {3,4} c B. Se stie ca ne€ A4, iar celelalte elemente 1, 2, 5
trebuie sa indeplineasca: n+1=2+5 sau n+2=1+5 sau n+5=1+2,deci n=6
sau n=4, imposibil deoarece deja 4 € A si ultima variantd este imposibila. Deci,
n=6si A={3,461}, B={3,4,2,5}.
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